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valuation  techniques,  portfolio  optimization  models  and  payments  systems  dynamics.  All  can 
benefit from the availability of a stochastic process that provides the ability to explicitly model 
how volatility behaves with respect to the time horizon in order to simulate severe and sustained 
price  and  quantity  changes.  These  applications  are  more  pertinent  than  ever  because  of  the 
consensus regarding the limitations of customary models for valuation, risk and asset allocation 
after the most recent episode of global financial crisis.   
















Price  or  return  paths  simulated  with  this  method  exhibit  approximately  the  same  first  four 
distributional moments for differing cases of serial‐dependence (i.e. independence, persistence 










changing  how  volatility  behaves  with  respect  to  the  time  horizon.  A  drawback  is  that  the 
methodology  is  computationally  demanding,  principally  from  the  use  of  the  Cholesky 
decomposition. 
Potential applications of Fractional Geometric Brownian Motion simulation include market, credit 
and  liquidity  risk  models,  option  valuation  techniques,  portfolio  optimization  models  and 














The  Geometric  Brownian  Motion  (henceforth  Brownian  Motion  or  BM)  underlies  modern 
economic and financial theory. Following Mandelbrot (1963), if Z(t) is the log‐return of the price of 
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Consequently, the resulting process of Z(t) exhibits the following statistical properties: 
         0 ,    [F2] 
       ,     0 ;    ,    [F3] 
These  two  properties  of  the  BM  result  in  the  widespread  weak‐form  of  the  Efficient  Market 
Hypothesis (EMH): [F2] states that the expected return is zero for any time‐horizon, thus the 
current  price  is  the  best  forecast  for  future  price,  whereas  [F2]  affirms  that  past  behavior  of 
returns is irrelevant.  














of   ,  where     is  the  number  of  units  which  compose  the  low‐frequency  (lf)  time‐series  (e.g. 
yearly), as in [F4].  






Following  Hurst  (1951)  work  on  long‐term  dependence  in  Geophysics,  seminal  work  by 
Mandelbrot (1972) demonstrated the presence of long‐term memory in financial assets’ time‐
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autocorrelation  resulting  from  [F5]  is  negative  (Jennane  et  al.,  2001);  hence,  as  stated  by 
Mandelbrot  and  Wallis  (1969),  this  behavior  causes  the  values  of  the  variable  to  tend  to 
compensate  with  each  other,  avoiding  time‐series’  overshooting.  Applied  to  financial  markets 



































process.  Let  the  process’  mean  and  standard  deviation  be  denoted  by  scalars     and   , 
respectively; a column vector of  ‐random numbers be denoted by  , where  ~  0,1 ;     the 
asset’s log‐return during time t;    the asset’s price at the end of time t, then [F7] and [F8] exhibit 
next period’s (  1 ) vectors of  ‐simulated log‐returns (     ) and of  ‐prices (    ), respectively, 
which correspond to the mentioned Gaussian noise and BM:             
              ;  ~  0,1   [F7] 
                 [F8] 
When  simulating  more  than  one‐period‐in‐the‐future  prices  the   ‐sized     column  vector  of 
independent and normally distributed random numbers becomes a      matrix, where   still 
corresponds to the number of simulations, whereas   corresponds to the number of periods‐in‐
the‐future  to  be  simulated;  please  note  that  since  the  random  numbers  are  generated 
independently  there  is  no  time‐dependence.  Because  log‐returns  are  used  to  estimate  the 
moments of the process, returns may be accumulated through   periods as in [F9], which results 
in        . After calculating         it is straightforward to obtain a      matrix        which 
contains the successive prices of the variable as in [F10].   
                  
 
   
  [F9] 
                     [F10] 
It is usual to employ the simulation procedure just described to simulate Gaussian noise for more 
than  one  asset  without  disregarding  the  dependence  existing  across  assets’  returns.  This  is 
customarily  carried out  by generating a          hyper‐matrix of independent and  normally 
distributed random numbers with zero mean and unit variance, where   and   stand for the 
number  of  simulations  and  the  number  of  periods‐in‐the‐future  to  be  simulated,  whereas    
corresponds  to  the  number  of  assets  to  be  considered.  Each   ‐layer  of  the  hyper‐matrix  is 
afterwards multiplied by the triangular matrix resulting from applying the Cholesky decomposition 6 
 
to  the  assets’  returns  correlation  matrix
4,  which  at  the  end  yields   ‐matrixes  of  normally 
distributed  random  numbers  with  zero  mean  and  variance  equal  to  the  covariance  matrix  of 
assets’ returns; such hyper‐matrix is denoted herein as   .  
Let  Σ  and  Θ  stand  for  the  estimated  correlation  matrix  and  for  the  Cholesky  decomposition 
procedure, respectively, the first‐period‐in‐the‐future (  1 ) case of cross‐dependency for each  ‐
asset is found in the first layer of the hyper‐matrix (   ), as in [F12]. Subsequently, in order to 
simulate the  ‐asset first‐period‐in‐the‐future (  1 ) returns and prices  ‐asset’s mean (  ) and 
standard deviation (  ), along with the  ‐column from (   ) are used as in [F13] and [F14].     
          Θ  Σ  [F12] 
   ,                ,  ;    , ~  0,Σ  [F13] 
  ,        ,     ,     [F14] 
Similar  to  the  procedure  previously  presented,  which  transforms  independent  and  normally 




Despite  it  is  tempting  to  use  standard  autocovariance  estimation,  as  acknowledged  by  Hurst 
(1951), Mandelbrot (1972) and Peters (1994), its consistency and robustness for detecting and 
measuring dependence, especially long‐term dependence, is critically restricted to the Gaussian 






and  the  Cholesky  decomposition  procedure,  correspondingly.  Transforming  a  1    vector  of 
independent and normally distributed random numbers ( ) into time‐dependent and normally 
distributed numbers (  ) is as in  [F15], and         in [F17] exhibits  a   ‐periods‐in‐the‐future 




to a      matrix of uncorrelated samples produces a      matrix of correlated samples, where their correlation 
approximates Σ. 
Σ       [F11] 
The reader is referred to Cuthberson and Nitzsche (2004) for a more comprehensive explanation.   7 
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                 ;   ~  0,Ψ   [F16] 





will  remain  constant  across  the  different  cases  of  Hurst
5  exponents  herein  considered. 







      0 . 4   Corresponds to long‐term antipersistence 
      0 . 5   Corresponds to long‐term non‐dependence  








































Case  Simulation  Mean  Std. Dev.   Skewness  Kurtosis 
      0 . 4  
1  0.0000 0.0097 0.1317 3.1336 
2 ‐ 0.0000 0.0104 0.0855 2.6112 
3  0.0004 0.0101 ‐0.1388 2.8518 
4  0.0002 0.0094 ‐0.0271 3.1076 
5  0.0005 0.0101 0.0083 3.2630 
      0 . 5  
1 ‐ 0.0000 0.0097 0.0885 3.1151 
2 ‐ 0.0002 0.0103 0.0768 2.6063 
3  0.0006 0.0101 ‐0.1431 2.8284 
4  0.0002 0.0093 ‐0.0575 3.1332 
5  0.0009 0.0101 0.0277 3.1620 
      0 . 6  
1 ‐ 0.0002 0.0096 0.0449 3.0433 
2 ‐ 0.0005 0.0101 0.0588 2.6415 
3  0.0010 0.0101 ‐0.1422 2.7798 
4  0.0002 0.0092 ‐0.0803 3.1625 
5  0.0016 0.0100 0.0548 3.0622 
Assumed  0.0000  0.0100  0.0000  3.0000 
Source: authors’ calculations 























































































Case  Mean  Std. Dev.  Skewness  Kurtosis  Adj. H Exp. 
      0 . 4   0.0002  0.0099 0.0012 2.9992 0.4199
      0 . 5   0.0002  0.0099 0.0012 2.9998 0.5020
      0 . 6   0.0002  0.0098 0.0011 2.9992 0.5816

















characteristic  is  the  higher  frequency  and  the  larger  magnitude  of  extreme  returns  when 
compared to the independence case; the converse is also true, where antipersistence results in 
the lower frequency and the smaller magnitude of extreme returns.  












































































Such  interesting  results  regarding  Figure  3  correspond  to  an  attribute  typical  of  the  Gaussian 






BM  is  insufficient  to  describe  some  well‐known  characteristics  of  financial  time‐series,  where 




























Other  applications  of  FBM  simulation  are  also  straightforward.  Processes  exhibiting  significant 
dependence may profit from its convenience. A topic worth approximating with this approach is 
payments’ simulation for identifying and assessing sources of systemic risk within a payments 













Hurst  exponent  diverges  from  the  assumed.  An  intuitive  approach  to  circumvent  this 
inconvenience  is  to  estimate  the  Hurst  exponent  from  portfolios’  time‐series  and  not  from 
individual assets, and to simulate portfolios’ processes directly; however, this may be impractical 
for some purposes.     
Lastly,  Cholesky  method  for  simulating  prices  or  returns’  paths  may  become  computationally 
cumbersome. In order to simulate   paths it is unavoidable to work with several matrices of size 
     (i.e. the covariance matrix and its Cholesky decomposition), which may turn computationally 
demanding when simulating a non‐small number of periods‐in‐the‐future (e.g more than 1,000 
paths). Other approaches may serve the purpose of circumventing this shortcoming.  
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